SUITES

1 Connaissances

e 1, —> L (L CONSTANTE) lorsque u,, —L — 0 soit |u, —L|— 0
e théoréme des gendarmes; le produit d’une suite bornée par une suite tendant vers 0 tend vers 0
e si pour n assez grand u, > w, et w,, — +oo alors u, — +co
esi (1,,) est monotone bornée elle converge
e si (u,) converge alors (u,) est bornée ;si u,, »L>0 alors u,>0 pour n assez grand
e passage a la limite dans une égalité ou inégalité(le strict ne passe pas a la limite)
eu,>Louy, »Letuy, ;1 »L
e a constante " - 0 o|al<1
e 1, ~w, lorsque LU

w?’l
e 1, = o(w,) lorsque % — 0, soit u,, = w, €, avec g, > 0

n

o In®(n) =o(n’) sib > 0, soit In(n)/n” — 0 ,n° = 0(a") pour a>1 , et a"/n! — 0

u p
e 1, = O(w,) lorsque w—" est bornée

e suite arithmético—géoﬁlétrique Uy =au, +b,ab CONSTANTES si L=aL+b alors u, — L est géométrique de
raison a et u, = L+a"(ug—L)=L+a""'(u; — L)

e récurrence linéaire d’ordre 2 : u, ., = au, 1 + bu, avec a,b CONSTANTES alors :

sirl, r2 racines distinctes de r> =ar+bona u, = c;r1" +.2r2" , ¢1, ¢, constantes

si r racine double on a u, = r"(c; +c,n)

sia,b réels, et Re'® racine complexe de z> = az + b alors u,, = R"(c; cos(na) +. 2sin(na))

e inégalités a connaitre :

2,12
a‘+b
ab <

, e >1+a ,sia>-1 In(1+a)<a, |sin(a)<|la]| ,sia>0 sin(a)<a

e équivalents a connaitre :(en 0)
In(l1+x)~x;e* =1~ x;sin(x) ~ x;tg(x) ~ x ;pour a constante (1 +x)* -1 ~ ax

2 Savoirs faire

- savoir utiliser les équivalents et les développements limités

— savoir encadrer et utiliser le théoréme des gendarmes

— savoir que si la suite croit et est bornée , la suite converge est est majorée par sa limite
— savoir passer a la limite (a la limite il n" y a plus de n qui est a I’infini)

| uVl+1

. 1 o . . 3
— savoir montrer : |— 5 alors il existe K réel et no entier tels que pour n >no, | i, |< K(Z)”

n

3 Methodes

— encadrer par le théoréeme des gendarmes

— la suite est monotone bornée donc convergente,passage a la limite

— trois idées générales :récurrence ; absurde ;penser a utiliser le contexte
— parfois utiliser uy, et uy,,q

4 Exemples-Exercices

e limite de sin(n)/n , (n+ In(n))/(n? + In(n?)), nxo|/n
. 1!+2!+...+n!~n!;1+E+...+E~ln(n)
In(1+e")

e équivalent et limite de Vi +1 -/, In(1 + n*)/Vn2+1etde —————
In(n++/n)
e 1,1 =au,+1aveca€]0;1[ montrer que la suite converge

2(n+1)u

e trouver u,, si t,,1 = " +n+1 et uo=1 (changement d’inconnue wn=un/n)

esiu,, 1 —u, — 1alors u, » +o0



esiu,>0etu,/u, — 1.1 alors (u,) est pour n assez grand croissante

2n+1 sin(uy,) u 2" n
esiu, »L,etsiu,,;=2u,+ resp. U] = ——= Uy = — + ——— + trouver L
n ’ n+1 n n+1 ( P Un+1 n+u, n+1 n M1 n+1
nok
, . X . . . ... ,
e (pour 5/2) Montrer que 1’équation f,(x) = E ] = ¢aune unique solution strictement positive notée u,, ;
k=0 "

etudier f,,1(u,) déduire les variations de u,, et montrer u, — 1
e x+In(x)=n a une solution x,, , montrer x,, tend vers +oo , x,, ~ 1, et x — n ~ —In(n)

1 .
o fu(x)= x"1 4+ x"! = 2+ = a une solution x, > 0 ,calculer x; ,montrer x, > 1 calculer fn1(x) = f,(x) montrer
n

1
que (x,,) converge vers 1 par ’'absurde ;pour 5/2 : montrer n(x, — 1) — 0 puis que x,, — 1 ~ 2
n

e 1,1 = f(u,)silintervalle I est stable par f soir f(I)CI, u, €I donc u, €I alors:
— sif croit sur I alors (u,,) est monotone (croit ou décroit selon f(uo0) > uo ouf(u,) < uo) u,,1 > u, > par
récurrence si u; > u,)et si I est bornée u, converge vers un point fixe L de f soit f(L)=L si f CONTINUE sur I
— sipour toutn u, €I et pour tout x eI on a f(x) < x (respf(x) > x) alors (u,)croit (resp décroit) ,
—siLeletf(L)=Let|f(u,)—f(L)|<k|u,—-L|avec k CONSTANTE et 0 <k < 1(par I'inégalité des
accroissements finis soit si pour tout x de I | f'(x) |[< k)
alors par récurrence | u,, — L |< k" | u, — L | et par les gendarmes u,, — L
f(x)=sin(x) , uo € [0;7¢/2];
f(x)=(4x+5)/(x+3), uo >0
—x
f(x):xsj , et u, €[0;1]=I montrer que I est stable par f que pourx €I | f'(x) |< % et qu’il existe L e tel
que f(L)=L puis u,, > L
fx)=(1 —x)? et uo=1/2 alors I=[0;1] est stable par f qui décroit sur I;(uy,) croit ,(u,,,1) décroit ,u,, >1/2
et Uy, <up =1/41a suite diverge
f(x)=1+(2/x) uo=1 alors u,, et u,,,; converge vers 2 donc u,, converge vers 2; ou bien u, est entre 3/2 et 3
pour n > 1 et sur [=[3/2;3]ona| f'(x)|< 8/9 <1





