GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS L’ ESPACE

Coordonnées d'un point , d'un vecteur
repére de l'espace (Q; ?, ?Y —]?)

M (z;y;2) OM=x7+y7 +2k

Le triplet (a:; y;z) estappelé coordonnées du point M
0n appelle x I'abscisse, y l'ordonnée et z la cote du point M.
= = ==
=zi+ yj +zk
Letriplet (z;y;z) estappelé coordonnées du vecteur Y
i

y) ou W (z3452)

<
onnote
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Vecteurs U . W colinéaires= méme direction= paralléles= proportionnels

el

—tv soit Xx'=tx et y'=ty etz'=tz

Equations paramétriques d'une droite

Soient A (z; yo; z0) un point de l'espace et © (a; b; c) un vecteur non

nul. Ladroite A passant par A et de vecteur directeur U estlensemble des

points de l'espace de coordonnées M (z;y; 2)
2 i
r=xz9+ta MEA & AM=t U
= th
Y=Y+ teR
z=2z+te

Si A(0,3,1)et W (1,23) MQ27.7) € A
car avec t=2 on a I'égalité précédente

intersection de 2 droites A et A
teme de 3 équations a 2 inc t,t'

on résout le sy

zg+ta =z +t'a’

s'il y a une solution,
les 2 droites ont un point commun ,
elles sont sécantes

Yo+ tb = yo +t'd'

zp+te = z:)th'c'

Deux droites sont coplanaires (dans un méme plan) lorsqu'

elles sont paralleles (@ et u' colinéaires) ou sécantes

Intersection de deux droites

Une droite Un point

Ensemble vide

Droites
z confondues.
/ | Droites

/ | paraliéles

Vecteur AB ( (e —24) 5 (ys—9a) 5 (28— 2) )
refenir:  extrémité - origine
=0 - 2 .
u (a;b;c) Longueur de u  dans repére orthonormé

]| =/ a*bi+e

Coordonnées du milieu d'un

Dans un repére, le milieu /de [AB] a pour coordonnées :
1 (% % Yat+ys zatzs
3 Y B

Distance

Dans un repére orthonormal, la distance AB estégalea:

AB = /(x5 —24)’ + (5 — va)’ + (25 — 24)
c'est la longueur de ﬁ
C

i B

— ), i
Relation de Chasles: AB + BC=AC

— —
- AB = BA

Droite passant par Ao(xo0,y0,z0) dirigée

par le vecteur u de coordonnée (a,b,c)

x=xotat y=yotbt z=zo+tct

==
car AM =t v




Equation cartésienne d'un plan

Vecteur normal
Un vecteur non nul 77 est normal a un plan Ps'il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires

de ®
-5
n

4
~

' A(xo3y0;z0)

Soit P le plan d'équation cartésienne Ax+By+Cz=D
A (2; yo; 20) appartient au plan lorsque Axo+Byo+Czo=D

u (a,b,c) est dansleplan (paralléle au plan) lorsque Aa+Bb+Cc=0
ou encore A dedirection u est paralléle auplan lorsque AatBb+Cc=0
Le vecteur de coordonnées (A,B,C) est normal au plan Ax+By+Cz=D

si AatBb+Cc#0 c'est que le plan et la droite sont sécants

Intersection droite dirigée par (ab,c) et plan:

On injecte x=xo+at y=yotbt z=zotct dans
AxtBy+Cz=D d'out (siAatBb+Cc# 0 ) puis le point.

U (ef.g) estperpendiculaire au plan lorsque ' est colinéaire & 1

Intersection de la droite x=xot+at y=yotht z=zo+ct
avec le plan Ax+By+Cz=D on résout 1'équation en t

A(xotat)+ B(yotbt)+C(zot+ct)=D

a
Solent 7 (h) un vecteur non nul et d un réel
c

Une équation cartésienne du plan Padmettant 7 pour vecteur normalest az +by+ecz =d

A (z0;y0; 20) appartient au plan lorsque axo+byo+czo=d

Plan passant par A de normale 7 a(x-x0)+b(y-yo0)+c(z-z0)=0

M appartient au plan passant par M de normal 7
si et seulement si AM.0 =0

Deux plans paralléles ont la méme direction normale donc
ont des vecteurs normaux colinéaires.

par exemple axtby+cz=d et axtby+cz=d' sont paralléles

Intersection de deux plans

Une droite

Jn plan

Intersection d'une droite et d'un plan

Ensemble vide Une




PRODUIT SCALAIRE

§ i
Soit un repére orthonormal de I'espace (0; ii7; k)

0 2 =¥ s S I : 3

Le produit scalaire des vecteurs U (z;y;z) et u' (z';y';2) estégala:

- = = = — —
<Usu' >=ueu =az' +yy +27 <u u> =

b

iy
=y ¥4 2 o2
e u =[] ] x cos (5 ¥) I[]" = x+y242

- -5 =
u et u sont orthogonaux, perpendiculaires , lorsque u-u' =0

zz' + yy' + 27’
cos ( ' v}) =
/ l‘*
Vi ey gt

v (e.f,g) est paralléle auplan de normale 1? (a,b,0)

lorsque ?.l? =0 soit aetbft+cg=0 i\, ?
— 7
v y

"
v orthogonale au plan

= S Ry
lorsque v est paralléle a n

e| trouver la direction de la droite passant par A(3;1;-2)

et coupant et étant orthogonale a la droite A x=-1+t, y=-2+t z=-1+t

On cherchera le point d'intersection B (a,b,c) des 2 droites et on exprimera
qu'elles sont orthogonales

PRODUIT VECTORIEL

‘E/\T est orthogonala u et V |

2 V2 o =" . . i Shi g
3 . +t><a ¥3 5.Y3— Xa.V2 si uet v sont des directions non colinéaires du plan
T =GZ)AGZ)= - H- ( ;)
E ] o PRclar alors U AV estun vecteur normal
X2 Y2
AW =-wWA W
AtV =t(@aV)=(tu) ¥ UAV =0 <> Tet ¥ colinéaires (anglef=0oum)
AFHW) =UAV+ AW
TAT=0
| @Ayl =lwli¥lsin(B) siwl v alors| uwavI=|al ¥ ‘
. o gl s e 15 — —
& AY 17+ (0= %) =@l |3l L'aire du triangle ABC est %HAB/\AC I

Si 1 est la normale 2 un plan P et naun plan P' -

> 3 eyl i, oy B Exemple I'aire de A(1,2,3), B(1,1,1) C(0,2,4) est \j—
P// P' lorsque n s n' sont colinéaires; soit na n' = 2
My

. N . : S =
sinon si n A n'= 0 les 2 plans sont sécants, se coupent suivant une droite dirigée par n A n'

a a'
La direction de la droite d' intersection des plans ax+by+cz=d et a'x+b'y+c'z=d' est donnée par ( h) A ( b')
c '

car cette direction est orthogonale a chacune des normales

I Exercice: plan passant par A(1,1,1) B(2,2,2) C(1,2,3) : calculer un vecteur normal qui est EB NAC I

Equation du plan passant par A(1,1,1), B(1,2,3) et paralléle a la droite D: x=1+t, y=2+t, z=3+2t

Trouver un vecteur unitaire orthogonal a la droite D et au vecteur de coordonnées (2,1,1) |




DETERMINANT

det(u,u',u")=u.(u'Au")=x|
G o

= x(y' z"-7' yn) -y (X' Z"-Z'X") + z( x' yn —y'x")

— = =
‘ det( AB, AC, AD)| est le volume du parallélepipéde construit sur les 3 vecteurs

+z

D _ 7

[t

A

M est dans le plan passant par A dirigé par u' et u" si et seulement si det ( AM,u',u")=0

— =
A, B, C, D sont coplanaires si et seulement si det( AB, AC, AD) =0

PROJECTION ORTHOGONALE

( volume =0)

— - i L =
La projection orthogonale d'un vecteur u sur une droite dirigée par un vecteur d

= =P -
est le vecteur ?' = <us3d > ¢
2 12
| a" |l
= —> o =
En effet 7’=t d et ondoit avoir u — u' orthogonala d
=2 & == = —
D0ﬂ0<7—u’;d>=0 d'ou <u;d>=t<d-;?>

-] @])?

| DISTANCE POINT M, A PLAN | |a%o +byo +czo+d |

\I a’+b2+c?

. MH -0 aone MoH <o [

— |t| vaETere
% n b

x=Xo+ta y=yo+th z=zp+tc

M H-

Le plan est ax+by+cz+d=0

W abo M

2

H est dans le plan donc ax+by+cz+d=0

d'ou t puis MgH

DISTANCE DU POINT Mo A LA DROITE

sy Mo
MoH= ||B“°—A7||

Ikt

$+ =
=l

—
u

d
B « BH

O T
v =BM =BH+HM

ﬁ ﬁ
W = u+ HM

Autre méthode: Soit A un point du plan
—

—
MH estla projection orthogonale de AMo
sur la normale dirigée par o’

<AMo; n' >= axg +byg +czo+d

car A vérifie I'équation du plan

=,
passant par B dirigée par u

- =5 =
en utilisant BMo = BH + HMo

IEAPAEE
BH A u =0 par colinéarité

et orthogonal:‘a? donc H Hgo A ;)H =HHMOH H 7“



SPHERE

sphére S de centre C(o.; B ; ¥) et de rayon

Mix:y;z) e S o ICMI =r
o oo + G-+ -1 =1

o[ G- +G-p+E@-y =

1’équation développée | X+y +2+ax+by+cz+d=0 |

‘ Exercice Déterminer le centre et le rayon de la sphére suivante x* +y* + 2> + 4x— 10y -2z -51 =0 ‘

Intersection sphére et plan d est la distance entre C et le plan

S 6 & .

cercle de centre la projection de C

casd >R cas d=R sur le plan de rayon ‘| R? -d2

plan est tangent a S

Exercice: intersection de la sphére S de centre C(1,1,1) de rayon 3 avec le plan 2x+2y+z=1

Equation du plan tangent 2 S au point (1,1,4)

Intersection de 2 sphéres

en faisant la différence des 2 équations développées on obtient un plan
S$1=82=0 < S1=S1-S2=0 on est ramené a sphére inter plan, c'est un cercle

lorsque |R1-R2 |<d <R1+R2 ou d estla distance des centres

Si d=R1+R2 les 2 sphéres sont tangentes extérieurement

sid=|R1-R2| les2 spheéres sont tangentes intérieurement



